ALGEBRA

LICZBY ZESPOLONE - ZADANIA

Liczby zespolone - zadania

Zad 1. Oblicz:

(a) % (b) i% (c) i (d) % (e) i*?

(k) i~% Q) 7' (m) i (n) 72008,

() & (g) #

Zad 2. Wykonaj dzialania; wynik zapisz w postaci algebraicznej:

(a) (2+1i)(5+i); (b) (l—k@i) (5_%); @ (L+i)% (d) ( ﬂz)?’-

(8) 5% (h) &2 (i) {

Zad 3. Znalez¢ x,y € R spelniajace réwnanie:

(a) 2(2+3i) +y(4—5i))=6—-2i;  (b) ¥ =3j—1;

x—21

Zad 4. Oblicz pierwiastek kwadratowy z liczby:

(4+14)(i—2)

(5—1)(3—1 (243¢) (1414
ey 0 e

(h) =Y (3) 7% () i

() (&+2i)% () 2

(c) 24yi)(x—3i)=T7—1;
(d) 2(2+30) +y(5-20) = -8+ 7Ti;  (€) 5% + 5l =L () (4 — 302 +y(1+4)2 =7 - 12i;

(a) z=14 (b) 2=-8i; (c) z=—-1+4; (d) z=3+4i; (e) z=—16+ 303

Zad 5. Rozwiazaé w zbiorze liczb zespolonych réwnanie:

(a) 22—2+1=0; (b) 22+42+5=0; (c) (i—-3)z=5+1i—z

(e) 22—42+13=0; (f) z—21+-ﬁ4i = 2:_3; (g) 2% —6i22 — 122 +8i = 0;

(i) 423 — 422 +2—-1=0; G) =*+81=0;

(1) 2* — (18 +44)22 + 77 — 36i = 0; (m) 2% —102% — 20z — 16 = 0;

(0) 25 =324 +22% — 622+ 2—3=0; (p) 3+4)22+(1—1i)z—6i=0;
(r) (1 —14)2% — (6 —2i)z+ 11— 3i = 0; (s) x* + 6iz3 — 922 + 4ixz — 12 = 0;
(u) (144)2%—(2+2i)z— (1 —3i) =0; (v) (z4+1)°+28=0;

Zad 6. Rozwiazaé w zbiorze liczb zespolonych réwnanie:

() == 5+ 5i;

1-37 __ 2i—=3 .

() 539 = 535

(h) 2* +322 -4 =0;

(k) 26 —1=0;

(n) 23 —422 462 —4=0;
(a) (z—i)" = (iz +3)%

(t) 2°=(1-3i)"

(a) 22+3z2=0; (b) 22+ (1+49)z=1-3i; (c) (2+2?=Z+2)?% @) z+i—2+i=0;

Zad 7. Obliczy¢:

(a) |4+ 3if; (b) V3—2if;  (c) [14+1];

() |21j321 E (g) arg(5+5i); (h) arg(—3 + 3v/3); (i) arg(8v/3 — 8i);
w o (E5) 0 w((+F 1) (2 8)

() i1 ® (+45);
Zad 8. Udowodnié ze dla dowolnych z1, zo € C zachodzi:

[21].

[22]7

(@) |21 22| = |21] - |22l;

(f) arg(z) = 2m —arg(2);  (g) arg () = 27 —arg(2);

Zad 9. Zapisa¢ w postaci algebraicznej liczby:

(a) 3(cosm +isinm); (b) 23 (cos(%) +isin(%));
)

3
(e) cos(—%) +isin(—7F); (F) cos(72m) + isin(737);
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(d) |20+ 3)(1 =9);

1_ V3,
2

2 2 " |.
Iz |

OFF.

(J) arg(2 — 5i)

(m) (2i—1)(1-%

Z) (n) 1T+3i;

@@= () (2)=Z (o) ==

(h) |21+ 2> + 21 — 22]* =

(c) 2 (cos(Zm) +isin(Zm));
(g) cos(3% )+zsm(3% );

2 (|21 + [22]?);

(d) cos(3m) +isin(3);
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ALGEBRA LICZBY ZESPOLONE - ZADANIA

Zad 10. Zapisa¢ w postaci trygonometrycznej liczby:
(@i () 1—i () 14iE  (d) ~1-d () VB—ii () —~5+%i (g) 9v3- 05

(h) —7v2-7v2i; (%) 7—4i; () —3+2i; &%) —=5-3i; (1) sin(e) +icos(a);
(m) —cos(a) + isin(a); (n) 14 itg(a);
Uwaga. W ostatnich podpunktach przyjmujemy o € (0, 3).

Zad 11. Obliczy¢:

) 12 ' 7 a2 9 s

@ (¥+ig) 5 ®) +)" (© (V2-iv2)s (@) (ZH2) 5 (@) i () G
) 20 X 2007 . i 15 . —i 6 . . —i)% .

@ (0)" o (=)™ 0 UEAN G S e 9 el

Zad 12. Obliczy¢:
(a) Vi; (b) V=1; (c) VI; (d) v2Ti; (e) ¢/(1+1)% (f) /=8 () V8i—15; (h) ¥/2—2i;
(i) ¢z gdze 2= 0=D0EHT G) V(v3-i)"
Zad 13. Znajac jeden z pierwiastkéw wyznaczy¢ wszystkie pozostale pierwiastki:
(a) V=20, z1=-1+i; (b) V/-8-8iv3 z1=-V3+i (c) V-1, 2z =4
Zad 14. Korzystajac ze wzoru Moivre’a wyrazi¢ za pomoca sinx oraz cos z funkcje:
(a) sin(3z) oraz cos(3z); (b) sin(4x) oraz cos(4x); (c) sin(bx) oraz cos(5z);

Zad 15. Narysowaé na ptaszczyznie zespolonej obszary okreslone warunkami:

(@) z—1+i[=1 (b) 2<|z—1/<4  (c) =2 (d) [s] <2narg(z) € (0.7);  (e) |2 = 2Jz];

1]
() F+:47=0 (@) [22]>VE () &2 [E Awee) € (5.5) () 7 i=z-1
() 1< 222121‘ <2; (k) Re(z?) >Re(%); (1) arg(z —iz) = 32F; (m) arg(z®) < 3;

Zad 16. Zamieni¢ posta¢ wyktadniczg na algebraiczna:

(a) e (b) eEL () @ (@) ¢y (eF) e (F) i (g) T3 (h) el
Zad 17. Zamieni¢ posta¢ algebraiczng na wykltadnicza:

(a) —1; (b) 1+ (c) —i; (d) 1—+v3i: () —247;; (%) 35
Zad 18. Wykona¢ dzialania. Wynik zapisa¢ w postaci wykladnicze;j.

—2—1

(a) e~3+5i. 2731, (p) P (C) el+i 4 o2+3i, (d) e 2430 | T30 (e) e—3i—5 _ ,2-2i.

) i
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ALGEBRA LICZBY ZESPOLONE - ODPOWIEDZI

Liczby zespolone - odpowiedzi
Zad 1.
(a) =1, (b) =45 (c¢) 1; (d) i (e) =1L (f)i; (g) —4 (h) =5 () -L @) i (k) 1, (1) =4
(m) 4 (n) 1;
Zad 2.
(a) B+ L (b) % (€ :—1 (A —L () —gri— o (F) 2+ 26 (8) —35 — 356
(h E_%Zv (1) &+857 (J) _5+5
Zad 3.

(a) x=1,y=1]; (b) [x=5,y=17; (c) brak rozwiazan wR; (d) [z =
(f) [z =1y=0];

=2l (e) [z =2,y=3];

() B+ -2 - () [2+2.2-20 ©: @; () (f):

Zad 5
(@) a=5- P m=3+55 (b)) a=-2-im=-2+i () 2= —5i—5;
(d) == —%i— % () 21 =232 =3i +2; (F) == 5i+ 8
(8) 21 = 20 = 23 = 2i; (h) 21 = —2i,20 =2i,23 = —1,24 = 1; () n=-5n=352=1
() 21 = 220 — B2 oy = B2 2 oy = BB 3By 5, = 224 00,

Bit1 -1 1 3i—1 )
(k)lef;r,Zz:f; ,232—1,Z4=—f§+725_—f1 6 =1

- 5 5 A )
V) z1=—i—4,20=i+44, z3=0—2, 24 =2 — i (m) 21 =4, 20 =-2,2z3=—i— 1, z4 =1 — 1;
(n) 1 =1—d,20=10+1,23=2; (0) 21 =3,20 =—4,23 =1; (p) zlz—%i—g,zg:i—kl;
(q) ; (r) z21=—-2414,29 =—-2— 33 (8) z1 = —2i,290 = i,23 = —3i;
(t) ; (0) 21 =14, 22 =21 (v) ;
Zad 6.

(a)zl:—3,22:0723:%+3—‘2/§i,z4:%—3’2£i; (b) 2=2-5i; (¢) z1 =k, z0=—-2+ki keR;
@) 2=k keR

Zad 7.
(@) 5 (b) V7 (c) VIOT; (d) v26;  (e) I; (f) v26; (&) im (b)) 3m (i) —§m
(j) —arctan (2) ~ —1.19; (k) arctan (v/3 —2) ~ —0.262; (1) 7 — arctan (2 — v/3) ~ 2.88;
(m) (= -1)i+v3-14 () 1-3i; (o) —i—1; (P) & — 30

Zad 8.

(a) Niech z; = x1 + iy; oraz niech 2o = x5 + yoi. Wtedy

|21 - 22| = (&1 +y10) - (2 +y20)| = |[(x1y2 + 2y1) @ — Y12 + 2122

= \/(331332 —y192)” + (2192 + 221)° = V1222 + 212507 + 222912 + 112722
= Vy2+z2 iy + a0’

= [a1] - [22].

Zad 9.
(@) =3 (b) 4+4V3i (¢) ~VB—ii (d) —F+Fi (o) ¥ - P (D) 3-¥i (8 ¥ 3
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ALGEBRA LICZBY ZESPOLONE - ODPOWIEDZI

Zad 10.
(a) cos§ +isinT; (b) V2 (cos (%) +isin (I7)); (c) 2(cos (§7) +isin (37));
(d) Q‘f 2 (cos (L) +isin (Lm)); (€) V2 (cos () +isin (Yn)); (f) cos (3m) +isin (37);
(g) 18 (cos (Km) +isin (Y)); (h) 14 (cos (2F) +isin (2F)); (i) =~ 8,06 (cos(5,76) + isin(5, 76));
(j) ~ 3,61 (cos(2,55) +isin(2,55)); (k) ~ 5,83 (cos(3,68) +isin(3,68)); (1) cos(F —a) +isin (5 — a);
(m) cos (m — «) +isin (7 — a); (n) L (cosa+isina);
Zad 11.

(a) —1;  (b) =4 (c) 64v2i+64v2 (d) s (e) 2 (F) —32i—L: () 2°(1—+3i); (h) —1;
(i) 2% (§) (2v3+2)i+2; (k) 2i;

Zad 12.
(a) 21=%—§,22:—i,23:%+73; (b) 21 =i,zp =4 — 3 23 =—5 — 3 2y = —i 25 =3 — L 25 =1+ 3
(€) 21 =isin (&) +cos (2F), 22 = isin (1) + cos (&), 23 = cos (4F) —isin (4F) , 24 = cos (&) —isin (&) 25 = 1;
(d) 21 = 37;723\/5722 = —3i,23 = 3”23‘/5; (€) z1 = w,@ = —w,@, =i+ 1;
(f) 21=1-V3i,20 =V3i+ 1,23 =-2; (g) 21 =—4i— 1,20 =4i + 1
(0 = L (e

(1) Zl:@ —M,Z‘z:—\@;ﬁ,azﬂi;\/@;

, 22 =

(§) 21 =8i,20 =—8,23 = —8i,24 = §;

Zad 13.
(a) (b) (c)
Imz Imz Imz
2 2 pifs v ooy
, 3+ 2 2 2 2
—1+iq 1F . 1r y 057 ¢
Rez : : : i Rez ‘ : : ‘ Rez
-2 -1 1 2 -2 -1 1 2 -1 -05 05 1
“1F e —1} . « 05/ .
Va-i V3 i V3 i
2 i3ty 2 o 22
Zad 14.
(a) sin(3z) = 3cos? zsinx — sin®(z), cos(3x) = cos® x — 3 cos x sin? x;
(b) sin(4z) = 4cos® xsinz — 4 coszsin® , cos(4x) = cos* x — 6sin® x cos? x + sin® 2;

(c) sin(5z) = sin® z — 10 cos? 2 sin® z + 5 cos? wsin z, cos(5x) = cos® & — 10sin? z cos® = + 5sin? z cos z;
Zad 15.
(a) (b) (c)
Imz Imz Imz
15¢
‘ Rez L
1 2 1
05t m
-1t ' Rez I I I I I Rez
6 -05 05\ 1 15 25

-05+¢
_2t -1
—-15¢
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ALGEBRA LICZBY ZESPOLONE - ODPOWIEDZI
(d) (e) (f)
Imz Imz Imz
3 L
,,,,, N : 2|
1k E 11
s Rez w - Rez : Rez
-2 -1 1 2 -3 3 - -1 1 2
-1+ 1t
-2+ ; -2
—-3F
() (h) (i) z€0
Imz Imz
47 2
2} 1r
0 & * * ' Rez w w ' Rez
'L 2 4 6 |8 -1 1 3
—2j _1t
ql T
) (k) Q)
Imz Imz
2r 2f
A U
‘ - Rez ‘ Rez
-2 _Kj 2 iy JERER
~ ¢' ‘\‘;&-V ~ R
-2+ 2t
Zad 16.
(a) —=1; (b) ei; (c) 1; (d) cos(1) +isin(l) ~ 0.54 +0.844; (e) cos(2) —isin(2) = 0.42 — 0.914¢;
() e (—Ri- L)@ & (Fi-1): w) e (-5-%)
Zad 17.
() €™ (b) V2ed'; () e F (d) 2¢F5  (e) VBBL(Trn(3)) & 7, 086185,

(f) \/ﬂe—iarctan(%) ~ 5.83 6—1.031';

Zad 18.

(a) 6_1+2i; (b) e—7—4i;
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(c) =~ 6,73e262%

10

(d) ~ 1096, 76 e3%;

(e) ;
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